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Okreslenie rzeczywistej doktadnosci modelu
/bior treningowym vs zbior testowy

e Zbior treningowy — zbior wykorzystywany przy budowie modelu
e Zbior testowy — zbior niedostepny przy budowie modelu
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Elastycznos¢ modelu przy danych liniowych

* Model liniowy (dwa parametry)
» ,mata” elastycznosc ( flexibility),

* maty bfad treningowy
* maty btad testowy

* Wielomian z kilkoma =
parametrami

e umiarkowana” elastycznos$¢

* maty bfad treningowy
* maty bfad testowy

* Wielomian z duzg liczbg =
parametrow
* duza elastycznos¢
* maty bfad treningowy
e duzy btad testowy
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MSE testowy
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Elastycznos¢ modelu, a MSE (przyktad 2)

* Model liniowy (dwa parametry) MSE testowy
» ,mata” elastycznosc ( flexibility), o
* duzy bfad treningowy i ™ \
* maty bfad testowy

* Wielomian z duzg liczbg =

e duzy btad testowy
parametrow /- |

e Wielomian z kilkoma =
* duza elastycznosc | ! ! | ! | | ! | !
N 0 20 40 60 g0 100 2 10 20
* maty bfad treningowy /
F
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Elastycznos¢ modelu, a MSE (przyktad 3)

* Model liniowy (dwa parametry)

« ,mata” elastycznosé ( flexibility),
* duzy btad treningowy
e duzy btad testowy

* Wielomian z kilkoma =
parametraml
e ,umiarkowana” elastycznos¢
* maty bfad treningowy
* maty bfad testowy

* Wielomian z duzg liczbg =
parametrow
* duza elastycznos¢
* maty bfad treningowy
* maty btad testowy

MSE testowy
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Obcigzenie vs zmiennos¢ modelu

(ang. bias vs variance)

* Btad moze zawsze zostac roztozony zgodnie z formuta:

E (yo — f(xo)) = Var (f(xo)) + [Bias (f(xo))]z + Var(e)

/S

Obcigzenie Btad
modelu nieredukowalny



Obcigzenie vs zmiennos¢ modelu

(ang. bias vs variance)

Dane liniowe Dane nieliniowe Dane mocho nieliniowe

E_ - MSE

s Bias

Var
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E (yo — f(xo)) = Var (f(xo)) + [BiaS (f(xo))r + Var(e) ITSL, James et al. 2013



Wyktad Il - plan

* Regresja liniowa
* Regresja logistyczna

* Ocena skutecznosci klasyfikatorow:

* Macierze pomytek
* Krzywe ROC



Regresja liniowa

* Metoda uczenia maszynowego z nadzorem ',

e Posta¢ modelu: Jele .t
= Bo + Brx1 +B2x2 + .. +Bpxp R I 1Y b

* Cele analizy: lh
* Czy jest zwigzek pomiedzy zmiennymi ee b Lo [t WY (P s S,
wyjasniajgcymi, a zmienng wyjasniang? 1 selto=sy e . ’
 Jaksilny jest ten zwigzek? i L

» Jak silny jest wktad od poszczegdlnych |
zmiennych wyjasniajgcych? -

* Jak doktadnie mozemy okresli¢ zwigzek kazdej 0 50 100 150 200 250 300
zmiennej wyjasniajgcej z odpowiedzig? v

* Jak doktadnie mozemy przewidzie¢ zmienng Rys. Zalezno$¢ poziomu sprzedazy w zaleznosci od wydatkéw
wyjasnlana na reklamy w telewizji

e Czy zwigzek jest liniowy?
* Czy jest efekt synergii pomiedzy zmiennymi?
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Model prostej regresji liniowej - przyktad

e Zbidr uczacy i sformutowanie problemu
(tablica)

* Dopasowanie wspotczynnikow:
* Minimalizacja RSS - Sumy kwadratéw reszt (,,Residual Sum of Squares”)
* Pochodne czgstkowe RSS po wspotczynnikach =0

(tablica)



Minimalizacja sumy kwadratow reszt (RSS)

* Rezultat rozwigzania problemu
minimalizacji RSS to:
e Zestaw parametrow modelu,
dajacy optymalne dopasowanie
modelu do danych

i

* Istnieje wiele sposobow
rozwigzania problemu minimalizac;ji
RSS (np. algorytm najszybszego
spadku — ,,gradient descent”)

ITSL, James et al. 2013

11



Ocena doktadnosci estymacji parametrow modelu

Przedziaty ufnosci

e Uzyskane parametry B\O [ 6\1 — to tylko estymatory
prawdziwych wartosci

* W zaleznosci od punktéw wykorzystanych w 6? 4
zbiorze uczacym, wyniki bedg sie réznic

* Przedziaty ufnosci: 0

IB—t*SE(B), B+ t*SE(B)],

gdzie .

t* — kwantyl z rozktadu t — Studenta z 2 0 2 _

(n — 2) stopniami swobody o 4 e 4 s s 1 .
° R 2 — (2 1 L X X
SE(By) =0 [n Ty (xi_W]
2 o2

-« SE(By) S, (=12

RSS
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Ocena doktadnosci estymacji parametrow modelu

Test t-Studenta

e Test t-Studenta z df = n-2

* Celem testu jest sprawdzenie czy
wartos¢ wspotczynnika jest

rowna O Coefficient  Std. error t-statistic p-value
hO: ﬁ —_ O Intercept 7.0325 (.45T8 15,36 < 0.0001
0.0475 0.0027 17.67 < 0.0001
ha: ﬁ #: O TV { f <
* Statystyka testowa:
f—0




Ocena doktadnosci modelu

* Btad standardowy reszt — RSE — Residual Standard Error

(tablica)

e Statystyka R?

(tablica)

e F-statystka

(tablica)



Wielokrotna regresja liniowa

e Zbidr uczacy i sformutowanie problemu:
(tablica)

* Dopasowanie modelu:

petne wyprowadzenie , Guide to Inteligent Data Analysis” p. 234
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Regresja wielomianowa

* Model liniowy moze byc tatwo

rozszerzony do zaleznosci - o
wielomianowych | ——
5 e
: 8-
A 2 g
Y = Bo + B1x1 + Baxq i
. %_\\\\/

Horsapower

Wystarczy utworzy¢ dodatkowa
zmienng wyjasniajaca
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Wiecej o regresji liniowe]

* Algorytmy doboru zmiennych:
* Forward selection
* Backward selection
* Mixed selection

* Regresja liniowa odporna na wartosci odstajgce (Robust linear
regression)

* Pojecie regularyzacji (regularization):
* Metoda LASSO
* Metoda Ridge regression



Problem klasyfikacji

* Celem jest przyporzadkowanie obiektu do klasy w oparciu o zmienne
wejsciowe
e Zmienna wyjasniana jest zmnienng kategoryczng,
np. ,nowotwor ztosliwy” / ,,nowotwor nieztosliwy”
e Sformutowanie formalne dla przypadku z dwiema klasami:

(tablica)



Klasyfikacja, a model liniowy

* Problemy z modelem liniowym:
« W modelu liniowym f (x) moze by¢
>1 lub<odO
* Interpretacja jest trudna
* Problemem jest rowniez okreslenie

parametru odciecia
* Przy klasyfikacji chcemy zeby:
0<f(x) <1




Regresja logistyczna

* Przy klasyfikacji chcemy zeby:
0<f(x)<1

* Funkcja logistyczna:

) = o GavBarrr )




Interpretacja modelu logistycznego

* f(x) =P(y = 11X)

* Przyktad:
Jezeli, dla modelu klasyfikujgcego nowotwory

f(x) =0.7
To mozemy powiedziec:
,Jest 70% szans na to, ze nowotwor jest ztosliwy”



Graficzna interpretacja ,z’

Dane w przestrzeni atrybutéw

X X

3 |
X s X
X X
X X
X

1
1 4+ e~ (BotB1x1+B2x2)

fx) =

Model dopasowany do danych:

1
1 + e~ (=3+x1+x2)

flo) =

Kiedyy=17

Granica decyzji:
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Dopasowanie wspotczynnikow

* Najczesciej wspotczynniki modelu dopasowuje sie metodg
maksymalnej wiarygodnosci (maximum likelihood)

* Intuicja algorytmu:

* Wyszukiwane s3 takie wartosci wspotczynnikow, dla ktorych
prawdopodobienstwo uzyskania prawidtowego przyporzgdkowania do klas
jest najwieksze

* Maksymalizowana funkcja ma postac:

g = | | e | | a-pe:)

1:yi=1 Jyj=0



Ocena doktadnosci wspotczynnikow

* Wspotczynniki ocenia tak jak dla regresji liniowej: £(2)
* Przedziaty ufnosci T
* Test t-Studenta

Coefficient Std. error Z-statistic  P-value :
Intercept —10.5690 0.4923 —22.08  <0.0001
balance 0.0057 0.0002 24.74  <0.0001
income 0.0030 0.0082 0.37 0.7115
student [Yes] —0.646% 0.2362 —2.74 0.0062 f‘(x) — 1
TABLE 4.3. For the Default data, estimated coefficients of the logistic regres- 1+ e—(,80+81x1+82x2)

sion model that predicts the probability of default using balance, income, and
student status, Student status 12 encoded as a dummy variable student[Yes],
with a value of 1 for a student and a value of 0 for a non-student. In fitting this
model, income was measured in thousands of dollars.
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/adanie domowe na punkt z aktywnosci

* Jaka jest interpretacja wspotczynnikdw w modelu regres;ji
logistycznej?

e Wskazowki:

A 1
* o :Wychodzac od f(X) = ——z—5r

pamietajac, ze f(x) = p(y = 1|x)

wyprowadzi¢ B lub efo,

e—(Bot+B1x1)
* [(: Wyprowadzic eb1 wyliczajc stosunek —7 O+Bllx,11) ,8dyx; =x1 +1

25



Ocena doktadnosci klasyfikatora (klasyfikator binarny)

* Mozliwe wyniki klasyfikacji:
e TP - — Prawidtowo zaklasyfikowany przypadek pozytywny

* FP — False Positive — Fatszywy pozytywny — Przypadek negatywny
zaklasyfikowany jako pozytywny

* TN - — Prawidtowo zaklasyfikowany przypadek negatywny

* FN — False Negative — Fatszywy negatywny — Przypadek pozytywny
zaklasyfikowany jako negatywny



Macierz pomytek

Rzeczywista klasa

Pozytywna | Negatywna

§ TP
g _E TP F P Ppredicted
= o
@© a
S TN
3 c
_'E E Npredicted
2 |2 | FN | TN
Q (oY)
. Q
o P

TP TN TP+ TN
Ptotal Ntotal Ptotal + Ntotal

Sensitivity - czutosc

Specificity - swoistos¢

Positive Predictive Value/Precision —
celnos¢ przewidywania przypadkéw
pozytywnych

Negative Predictive Value —
celnosc¢ przewidywania
przypadkéw negatywnych

Accuracy (ACC) — doktadnos¢



I\/l a C | e rZ p O my'fe k FP False Positive Rate —

Nyorar odsetek predykgji
/ fota fatszywie pozytywnych

Rzeczywista klasa
Pozytywna | Negatywna

© // TP Positive Predictive Value/Precision —

3 celnos¢ przewidywania przypadkéw
© < J2 .
ng ..5 TP F P predicted pozytywnych
=< o)
1] o
S T
ar x
2 S Nffedictea . -
s % FN TN redaicte Negatll\lle Pred'lctlve \{alue —
ﬂt,’ a0 celnosc¢ przewidywania
o = przypadkow negatywnych

TP TN / TP +TN
Ptotal Ntotal Ptotal + Ntotal

Accuracy (ACC) — skutecznosc

Sensitivity - czutosc Specificity - swoistos¢



Petna macierz pomytek z wszystkimi

parametrami

Total population

Test outcome

positive
Test

outcome
Test outcome

negative

Accuracy (ACC) =

2 True positive + = True negative
Z Total population

Condition (as determined by "Gold standard")

Condition positive

True positive

False negative
(Type Il error)

True positive rate (TPR),

Sensitivity, Recall

Z True positive
~ Z Condition positive

False negative rate (FNR)

% False negative
~ Z Condition positive

Condition negative

False positive
(Type | error)

True negative

False positive rate (FPR),

Fall-out

_ & False positive
~ Z Condition negative

True negative rate (TNR),

Specificity (SPC)
_ & True negative
~ X Condition negative

Frevalence

_ & Condition positive
~  Z Total population

Positive predictive value

(PPV}, Precision

% True positive
~ % Test outcome positive

False discovery rate (FDR)

_ z False positive
~ X Test outcome positive

MNegative predictive value

(MPV}

_ = True neqgative
~ Z Test outcome negative

False omission rate (FOR)

% False negative
~ I Test outcome negative

Positive likelihood ratio (LE+)

_TPR
= Diagnostic odds ratio (DOR)
_ LRt
Negative likelinood ratio (LR-) ==
_ENR
TNR

http://en.wikipedia.org/wiki/Sensitivity_and_specificity
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Dlaczego ogdlna skutecznosc klasyfikacji (ACC) nie wystarcza?

Zbior liczy 50 pacjentow chorych (P) oraz 50 zdrowych (N) Zbior liczy 1000 pacjentow chorych (P) oraz 100 zdrowych (N)
Rzeczywista klasa Rzeczywista klasa
P=50 N =50 P=1000 | N=100
© ©
g || 45 ] | -] 997
2 2
; (0] ; 4]
o2l = 47 NEIRS 1
al al|




Dlaczego ogodlna skutecznosc klasyfikacji (ACC) nie wystarcza?

Zbior liczy 50 pacjentéw chorych (P) oraz 50 zdrowych (N) Zbior liczy 1000 pacjentow chorych (P) oraz 100 zdrowych (N)
Rzeczywista klasa Rzeczywista klasa

() ()

: :

()

2 2

S S

3 o 3 o

S| & S| &

ol X ol X<
Przy réwnolicznych zbiorach probek Jezeli jedna klasa jest zdecydowanie
pozytywnych i negatywnych Acc jest ok. nadreprezentowana, wowczas Acc moze zbyt

optymistycznie oceniac klasyfikator
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Krzywa ROC (Receiver Operating Characteristic)

* Cel stosowania: I
* Ocena klasyfikatora £_4—|ﬂ_‘_'—
* Porownywanie klasyfikatorow @ 081
* Wybdr optymalnego progu odciecia t%:: o
* Pole pod krzywa (Area Under Curve - E
AUC) mowi o ogdlnej skutecznosci & 04
klasyfikatora =
* 1.0-0.9 bardzo dobry . 02}
* 0.9-0.8 dobra B
e 0.8-0.7 do$¢ dobra 05 5 = :
* 0.7-0.6 staby False Positive Rate

0.6 — 0.5 bardzo staby



Krzywa ROC - algorytm

* Uszeregowac od najwiekszego do najmniejszego

* Oblicza¢ TPR i FPR przy kolejnych wartosciach
stezenia hormonu jako progach podziatu na klasy

TPR =
Ptotal

Piotar = 3
Niotar = 3 O

Negative Positive

True Positive Rate

OOSIKC)X@X@
| I |
2

Jaki jest optymalny
prég klasyfikacji?

False Positive Rate



Dobor optymalnego progu klasyfikacji

* Minimalizacja odlegtosci od punktu
(0,1) na krzywej ROC

* Maksymalizacja roznicy pomiedzy
True Positive Rate i False Positive
Rate — tzw. Indeks Youden’a

Perkins NJ, Schisterman EF. The Inconsistency of “Optimal” Cut-points Using Two ROC Based Criteria.

American journal of epidemiology. 2006;163(7):670-675. doi:10.1093/aje/kwj063.
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Najwazniejsze pytania?

* Jakg budowe musi mie¢c model rozwigzujacy problem regres;ji?

e Jak interpretowac wspotczynniki modelu w regres;ji liniowej?

* Jak ocenic skutecznos¢ dopasowania modelu liniowego?

 Jakg budowe musi mie¢ model rozwigzujacy problem klasyfikacji?

* Jak ocenic skutecznosc regresji logistycznej?



